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Résumé :  
 
Lors d’un chargement extrême -thermique et/ou mécanique-, l’utilisation des revêtements peut s’avérer 
indispensable pour améliorer la résistance à l'usure des substrats. La compréhension et l'étude du 
comportement de ces revêtements conduisent à une meilleure maitrise de leur impact sur la structure 
globale. Dans cet objectif, le modèle MAX-FEM a été étendu à la description du comportement de ce 
type de structures, garantissant la précision des résultats sans raffinement particulier du maillage dans 
la couche mince. La capacité du schéma numérique proposé a été démontrée par la résolution d’un 
problème mécanique bidimensionnel. L'efficacité du modèle est testée en termes de convergence et de 
temps de calcul, et par comparaison systématique à une solution éléments finis de référence. 
 
Abstract:  
 
During the last years, the wear resistance of substrates has been used to be improved by the deposit of 
single or multilayered coatings on their surface. During the extreme thermal and mechanical loading 
the coatings greatly enhances the wear resistance of the substrate. The study of the coating behavior 
leads to a better understanding of its impact on the overall structure. For this purpose, the MAX-FEM 
model has been extended in order to describe the behavior of such structures, ensuring accurate results 
without special mesh refinement. The ability of the proposed numerical scheme is demonstrated by 
solving a 2D mechanical problem. The effectiveness of the model has been tested in terms of 
convergence and computational time, and systematically compared to a classical finite elements 
solution.    
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1 Introduction  
 
Les revêtements se présentent sous la forme de couches minces d’environ un à quelques micromètres 
d'épaisseur, déposées sur un substrat pour le protéger. Ils sont utilisés dans de nombreuses applications 
industrielles comme de barrières thermiques pour protéger et isoler le substrat ou améliorer le frottement 
dans un contact entre deux solides, [1-3].  L’utilisation des outils de coupe revêtus en usinage par 
exemple revêt une importance capitale, permettant en partie de fonctionner efficacement dans des 
environnements plus difficiles comme l’usinage à sec [4] et l’usinage à grande vitesse des matériaux 
I. 
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très durs par exemple (alliages de titane, alliage de nickel, aciers inox, etc.). De plus en plus, les 
industriels et les scientifiques s’intéressent au comportement thermomécanique des revêtements afin de 
comprendre et prévenir leurs modes de dégradations. En outre, le développement des méthodes 
numériques permet de s’affranchir à la fois des études expérimentales coûteuses et complexes à mettre 
en œuvre, et de l’imprécision des méthodes analytiques classiques.  
 
Plusieurs méthodes ont été développées pour traiter la problématique des couches minces. Dans le cas 
des revêtements, la méthode des éléments finis classiques demeure souvent la plus utilisée [4-6]. Un 
maillage très raffiné près de la couche mince est nécessaire pour atteindre des résultats précis dans ce 
cas. D’autres auteurs utilisent des approches théoriques [8,12] en se basant sur des hypothèses 
simplificatrices. La méthode MAX-FEM [9] a été initialement introduite pour surmonter les limitations 
précédentes dans le cas des joints soudés ou brasés. Son principe est basé sur une approximation de la 
solution globale "macro" par un terme de perturbation issu de l'analyse locale "micro" au niveau de la 
couche mince, elle est donnée par l’approche analytique des développements asymptotiques raccordées 
(MAE) [8]. Le couplage MAE-X-FEM consiste alors à intégrer les informations données par la MAE 
dans la partie enrichie du modèle X-FEM. Ainsi, en se basant sur des travaux antérieurs [9-11], la 
méthode MAX-FEM est ici étendue au cas des revêtements. 
 
2 Application du modèle MAX-FEM au cas du revêtement 
2.1 Principe 
 
Le modèle MAX-FEM est issu initialement de la modélisation multi-échelles des brasures [10]. Il s’agit 
d’une adaptation de la méthode FEM standard par une correction de la matrice de rigidité qui exploite 
la similitude entre les deux méthodes MAE et X-FEM pour définir une procédure décrivant le 
comportement hétérogène d’une structure contenant une couche mince ( 
Figure 1),  sans raffinement de maillage et tout en gardant une bonne précision. 
 
MAE X-FEM 
𝐮(𝑥) = 𝐮0(𝑥) + 𝜀𝐮1(𝑥) 𝐮(𝑥) =∑ Ni(𝑥)𝐮𝐢
N
i
+∑ Nk(𝑥)ψk(𝑥)𝐛𝐤
Nenr
k
 
 
 
 
 
 
En effet, la couche mince est assimilée à une interface de discontinuité qui crée un saut de champ 
inconnu. La nouvelle configuration contenant la singularité est décrite en utilisant une formulation 
MAX-FEM spécifique, définissant les paramètres d'enrichissements 𝐛𝐤 de la X-FEM depuis la valeur 
de ces sauts calculés par l'approche MAE. Le principe de cette dernière est basé sur un développement 
intérieur par le biais d’un changement d’échelle « problème intérieur » et un deuxième développement 
dit ‘extérieur’ qui restitue le comportement global du champ de déplacements ‘problème extérieur’. 
Cette méthode est détaillée par Ifis et al. [10]. 
 
2.2 Mise en œuvre dans le ca d’un problème 2D mécanique 
Terme perturbé Terme non perturbé 
 
Figure 1. Principe du couplage MAE–X-FEM 
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Le modèle de la structure revêtue est composé de deux domaines Ω1 et Ω2 (Figure 2). Ils représentent 
respectivement le revêtement avec les caractéristiques mécaniques (𝐸1, ϑ1) et le substrat (𝐸2, ϑ2). Ce 
modèle permet de décrire plus finement la méthode MAX-FEM.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le modèle est caractérisé par le paramètre de perturbation ε = e L⁄  qui représente l’épaisseur relative 
du revêtement (ε ≪ 1), h est la taille adimensionnée de l’élément qui doit respecter la condition ℎ ≥ 𝑒. 
La structure est encastrée pour le bord 𝑦 = 100 𝑚𝑚, alors que le déplacement suivant l’axe x est bloqué   
à 𝑦 =  0 𝑚𝑚.  Seuls les nœuds 1 et 2 de chaque élément contenant la perturbation seront enrichis par 
les données de la MAE (2), les nœuds 3 et 4 portant les conditions limites. Nous nous plaçons dans le 
cadre de l'élasticité linéaire en contraintes planes. 
 
2.2.1 La formulation de la MAX-FEM 
 
Dans le cas d'éléments quadratiques structurés, et à l’aide de la formulation X-FEM et MAE, les 
expressions des déplacements dans les nœuds de l’élément enrichi s’expriment de la façon suivante : 
MAE X-FEM 
{
𝑈𝑥1 = 𝑈𝑥1
0 + 𝜀𝑈𝑥1
1
𝑈𝑥2 = 𝑈𝑥2
0 + 𝜀𝑈𝑥2
1  {
𝑈𝑦1 = 𝑈𝑦1
0 + 𝜀𝑈𝑦1
1
𝑈𝑦2 = 𝑈𝑦2
0 + 𝜀𝑈𝑦2
1  {
𝑈𝑥1 = 𝑈𝑥1
0 + 𝑏𝑥1
𝑈𝑥2 = 𝑈𝑥2
0 + 𝑏𝑥2
 {
𝑈𝑦1 = 𝑈𝑦1
0 + 𝑏𝑦1
𝑈𝑦2 = 𝑈𝑦2
0 + 𝑏𝑦2
 
 
Le terme 𝑈0 représente la solution non perturbée. Par égalité entre les expressions de MAE et X-FEM, 
les paramètres d’enrichissement 𝐛𝑘  peuvent s’exprimer en fonction de la perturbation 𝜀, la taille de 
l’élément h et le saut de déplacement : 
 
 
𝐛𝑘 = 𝜀(1 − ℎ)⟦𝐔
1⟧(𝑥, 0)     pour k = 1,2 (1) 
 
Il reste à définir l’expression du saut de déplacement avec la MAE. En se basant sur les travaux [11], 
l’algorithme de calcul MAE du saut a été adapté au cas des revêtements. Ainsi, l’expression du saut 
obtenu s’écrit :  
   
⟦𝐔1⟧(𝑥, 0) = {
⟦𝑈𝑥
1⟧
⟦𝑈𝑦
1⟧
} =
1
2
{
  
 
  
 (
𝐸2(1 + 𝜗1)
𝐸1(1 + 𝜗2)
− 1) [𝑈𝑥,𝑦
0 (𝑥, 0) + 𝑈𝑦,𝑥
0 (𝑥, 0)]
(
𝐸2𝜗2
1 − 𝜗2
2
𝐸1
1 − 𝜗1
2
− 𝜗1)𝑈𝑥,𝑥
0 (𝑥, 0) + (
𝐸2
1 − 𝜗2
2
𝐸1
1 − 𝜗1
2
− 1)𝑈𝑦,𝑦
0 (𝑥, 0)
}
  
 
  
 
 (2) 
 
Figure 2. Modèle de la structure revêtue avec des éléments Q4 
0 
100 
0 x (mm) 
y (mm) 
100 
Ω𝟐 : Substrat 
𝐸2 = 510𝐺𝑃𝑎 
ϑ2 = 0.33 
 
Ω𝟏 : Revêtement 
𝐸1 = 350𝐺𝑃𝑎 
ϑ1 = 0.3 
𝑒 = 0.1 𝑚𝑚 
 
Ω𝟏  
Ω𝟐  
L 
𝑃 
1 2 
3 4 
h 
𝑢1
0 + 𝑏1 𝑢2
0 + 𝑏2 
𝑃 
e 
Nœud standard 
Nœud enrichi 
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Cette expression révèle une relation linéaire liant le saut de déplacement aux dérivées du champ 
continu 𝐔0. L’équation (1) peut alors s’écrire alors sous une forme matricielle : 
 
𝐛𝑘 =
𝜀
2
(1 − ℎ) [
0 0 𝑐
𝑎 𝑏 0
]  𝐁(𝑥, 0)𝐔0 (3) 
 
 
 
Avec : 
 
 
où  𝐁(𝑥, 0) représente la matrice gradient contenant les dérivées des fonctions de forme. 
 
La formulation X-FEM peut s’écrire alors sous la forme suivante : 
 
𝐔 = 𝐔0 + H𝐛 (4) 
 
avec H la matrice contenant les valeurs nodales de la fonction de Heaviside [10].  
 
H = {
−1   𝑠𝑖 𝑦 < 0
    1   𝑠𝑖 𝑦 ≥ 0
 
 
 
Elle permet de capturer les nœuds enrichis et de les situer par rapport à la perturbation, mais aussi elle 
permet de générer la discontinuité du champ recherché. La matrice de rigidité élémentaire des éléments 
enrichis peut être définie sous la forme d’une correction de celle des éléments standards. En remplaçant 
le paramètre b de l’équation (4) par l’expression (3), la matrice de rigidité devient : 
 
𝐊 = 𝐊𝟎(I + HC)−1 (5) 
 
avec 𝐊𝟎 = ∫ BTDB. dΩΩ  la matrice de rigidité des éléments standards et C =  𝐛/𝐔
𝟎. 
 
2.2.2  Implémentation numérique et résultats 
 
Un calcul FEM standard avec un raffinement de maillage (9750 éléments, pour une taille de maille 
minimale ℎ𝑚𝑖𝑛 = 0.01 𝑚𝑚), au voisinage et dans la couche mince, est considéré comme une solution 
de référence (Figure 3 (a)). 
 
  
                    (a)                   (b) 
Figure 3. Maillage de la structure pour les deux modèles : (a) FEM. (b) MAX-FEM 
 
Un maillage uniforme structuré de 2500 éléments de taille ℎ = 2 𝑚𝑚 est choisi pour le cas de la MAX-
FEM (Figure 3 (b)). 
𝑎 = (
𝐸2𝜗2
1 − 𝜗2
2
𝐸1
1 − 𝜗1
2
− 𝜗1) , 𝑏 = (
𝐸2
1 − 𝜗2
2
𝐸1
1 − 𝜗1
2
− 1) et 𝑐 = (
𝐸2(1 + 𝜗1)
𝐸1(1 + 𝜗2)
− 1) 
e 
e 
y 
x 
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(a) (b) 
Figure 4. Contrainte de Von Mises en [MPa] : (a) FEM. (b) MAX-FEM 
 
La Figure 4 montre une comparaison des résultats obtenus pour la distribution des contraintes, La 
solution donnée par la MAX-FEM est très proche de celle de référence, cette précision de la méthode 
est confirmée par une représentation des solutions FEM et MAX-FEM des champs des déplacements 
(𝑈𝑥, 𝑈𝑦) dans la section 𝑥 = 30 𝑚𝑚. 
 
 
 
 
(a) (b) 
Figure 5. La distribution des champs de déplacements dans la section 𝑥 = 30 𝑚𝑚.  
 (a) déplacement 𝑈𝑥 et (b) déplacement 𝑈𝑦 
 
En analysant les résultats de la Figure 5, il apparait que la solution MAX-FEM rejoint la solution de 
référence au niveau des nœuds de l'élément enrichi. Un grand avantage de la méthode MAX-FEM reste, 
sans conteste, l'absence de raffinement de maillage dans la zone revêtue ce qui apparait en terme de 
temps de calcul comme un point fort par rapport à la méthode FEM, notamment pour des analyses 
explicites transitoires pour lesquelles la discrétisation en temps dépend de la taille de l’élément. 
 
 
 
Figure 6. Etude de convergence : erreur relative en % en fonction du nombre d’éléments 
Nœud enrichi 
Nœud enrichi 
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Une étude de convergence est effectuée en utilisant l’erreur relative définie par : 
 
𝑒𝑟𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 = |𝑢𝐹𝐸𝑀
𝑖 − 𝑢𝑀𝐴𝑋−𝐹𝐸𝑀
𝑖 | 𝑢𝐹𝐸𝑀
𝑖⁄  
 
L’erreur introduite par la MAX-FEM en fonction du nombre d’éléments est présentée sur la Figure 6. 
Même pour un maillage grossier (1000 éléments), un taux de convergence optimal est obtenu (inférieur 
à 1%) en terme de déplacements et de contraintes. Cela montre l’efficacité de la méthode.  
 
3 Conclusion 
 
Contrairement aux autres méthodes décrites précédemment, le couplage MAE-X-FEM permet de 
ramener l’algorithme de résolution X-FEM à un "simple" algorithme FEM standard corrigé. Cela reste 
un des avantages de la MAX-FEM. La méthode peut se substituer à l'approche FEM par sa grande 
précision et son gain en terme de temps de calcul, notamment pour les calculs en régime transitoire en 
faisant appel à un maillage grossier tout en gardant une bonne précision. Cela sera un résultat attendu 
lors des travaux futurs, ainsi que la prise en compte de l’effet de la courbure de la géométrie pour à 
terme disposer d’outils de simulation.  
Malgré ces avantages, la MAX-FEM reste un outil limité quand il s’agit de traiter des géométries 
courbées, ou bien d’épaisseur non-uniforme des couches minces. 
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